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Résumé

Dans cet article, nous étudions la largeur de jumeaux et la largeur de fusion a
la lumiere du principe de premieres différences.
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1 Introduction

Dans cet article, nous continuons notre travail de contextualisation de diverses
largeurs de graphes ou de structures binaires dans le cadre du principe de premieres
différences. Ce travail a commencé dans Lyaudet| (2020). Avant cela, a la suite de|Can-
tor] (1895)), Hausdorft] (1907) et Sierpinski| (1932)), nous avions commencé a étudier le
principe de premieres différences dans [Lyaudet| (2018)), Lyaudet| (2019). Nous mon-
trons que la largeur de jumeaux (twin-width introduite dans [Bonnet et al.| (2020)) et la
largeur de fusion (merge-width introduite dans Dreier and Torunczyk| (2025)) prennent
place tres naturellement dans le cadre du principe de premieres différences.

2 Définitions communes

Aussi bien pour la largeur de jumeaux que pour la largeur de fusion, nous avons
besoin du principe de premieres différences étendu avec le type d’adjacence constant
spécial nyf (not yet fixed). (Il y a aussi un type d’adjacence constant spécial alf (already
fixed). Nous les avons publiés pour la premiere fois dans [Lyaudet| (2020), mais 1’idée
de ces deux types d’adjacence spéciaux date de fin 2019 et alf est implicite dans la
définition de la largeur arborescente questionnable dans|Lyaudet (2019).)

*https://lyaudet.eu/laurent/| laurent.lyaudet@gmail.com
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Considérons une signature binaire S de relations et fonctions unaires et binaires.
Etant donné un ensemble S, une (S, S, k, 1)-suite-d’applications est une suite (indexée
par un ordinal) (5;);¢; de longueur | de S-structures de cardinalité au plus k, k étant
le plus petit tel cardinal, avec une suite d’applications f; de S’ vers les domaines des
S, structures. Chaque .S; est un S-structure-item (de la suite-d’applications/de la suite
(S:)ie1)- Ainsi chaque élément/sommet x de S est associé a une suite (x; = f;(x))icr;
cette suite est un “élément” de la suite-d’applications/de la suite (.S;);e;; elle corres-
pond & un élément/sommet de S'; chaque x; = f;(z) est un élément/sommet-item.

Définition 2.1 (Question nyf-étendue). Etant donné deux éléments X,Y d’une suite-
d’applications, on dit que (g, Tq,Yq,Sq) est la question de X,Y, si g est le plus petit
ordinal tel que x4 # yq et le type d’adjacence entre x4 et yq n’est pas nyf.

3 Largeur de jumeaux

Définition 3.1 (Largeur de jumeaux). Une décomposition par jumeaux d’une S-structure
S est une suite de S-structures indexée par un ordinal (S;);ci+1 telle que So = S et
S; est un singleton. On passe toujours de S; a S;+1 par une unique fusion/contraction
de deux sommets de S; en un. Soient deux sommets x,y € S;, on dit que I’aréte entre
ces sommets est rouge si les adjacences dans la structure binaire de départ sont d’au
moins deux types distincts entre les sommets correspondant a fi_l(:c) d’une part et
f;l (y) d’autre part. Le degré rouge maximum d’une S-structure S; est égal au supre-
mum des degrés de ses sommets quand on ne garde que les arétes rouges. La largeur
d’une décomposition par jumeaux (S;);ci+1 est égale au supremum des degrés rouges
maximums des S;. La largeur de jumeaux d’une S-structure S, notée tww(S), est le
minimum des largeurs de toutes ses décompositions par jumeaux.

A condition de ne pas se focaliser sur la taille des structure-items, mais de regarder
le degré des adjacences nyf, 1’équivalence avec le principe de premieres différences
nyf-étendu est assez claire. Il suffit de renverser la décomposition pour considérer des
séparations/décontractions.

Définition 3.2 (Largeur de jumeaux questionnable). Une décomposition par jumeaux
questionnable d’une S-structure S est une (S, S, k,l + 1)-suite-d’applications (une
suite de S-structures indexée par un ordinal (S;)ici+1) telle que Sy est un singleton
et S; = S. On passe toujours de S; a S;11 par une unique séparation/décontraction
d’un sommet de S; en deux. Le degré nyf maximum d’une S-structure S; est égal au
supremum des degrés de ses sommets quand on ne garde que les arétes nyf. La largeur
d’une décomposition par jumeaux questionnable (S;);ci+1 est égale au supremum des
degrés nyf maximum des S;. La largeur de jumeaux questionnable d’une S-structure S,
notée twqw(S), est le minimum des largeurs de toutes ses décompositions par jumeaux
questionnables.

Théoreme 3.3. La largeur de jumeaux est égale a la largeur de jumeaux question-
nable.



4 Largeur de fusion

Définition 4.1 (Largeur de fusion (faible)). Soit S un ensemble de sommets et une
S-structure. Une suite de constructions est une suite d’étapes, qui maintiennent une
partition P de S et une partition de (g) en 2 ensembles : “arétes” résolues R avec
un type d’adjacence donné (cela peut correspondre aux arétes et aux non-arétes d’un
graphe), et les paires non-résolues U. Au départ, P partitionne S en singletons et toute
paire de (g ) est non-résolue. A chaque étape, une des deux opérations suivantes est
réalisée :

— fusionner deux parties X,Y € P, en remplacant les deux parties par leur
union,

— résoudre une paire de parties X,Y € P par un type d’adjacence fixé (on peut
avoir X =Y sauf dans le cas de la largeur de fusion faible), en déclarant que
toutes les paires non-résolues {a,b} € U avec a € X etb € Y prennent le type
d’adjacence choisi pour cette opération (on les déplace de U a R).

A la fin, on s assure que P n’a qu’une seule partie, et que toute paire de (g) est résolue.
On obtient ainsi une suite de constructions de S. La largeur de rayon r d’une suite de
construction de S est le plus petit nombre k tel qu’a chaque étape, il est vrai que :
pour chaque sommet v € S, au plus k parties de la partition courante P peuvent étre
atteintes depuis v par un chemin de longueur au plus r dans le graphe des adjacences
résolues jusqu’ici. La largeur de fusion de rayon r de S, notée mw,.(S) ou wmw.,.(.S)
dans le cas faible, est la plus petite largeur de rayon r parmi les suites de construction
de S. Pour finir, une classe de graphes C a une largeur de fusion bornée, une largeur
de fusion faible bornée, si mw,.(C) < oo, resp. wmw,(C) < oo, pour tout r € N, ot
mw,.(C) = supgee mw,.(S), resp. wmw,(C) = supgee wmw,(S).

C’est une question de nommage :

— R pour “resolved” (“résolue”) correspond a A pour alf.

— U pour “unresolved” (“non-résolue”) correspond a N pour nyf. Non-résolue

est juste un autre mot pour nyf.

La encore, a condition de ne pas se focaliser sur la taille des structure-items, mais
de regarder la condition sur la taille des boules non-nyf, I’équivalence avec le principe
de premieres différences nyf-étendu pour la largeur de fusion faible est tres claire.
Pour la largeur de fusion, il faut une extension qui sort un peu du cadre du principe de
premieres différences :

Définition 4.2 (Question nyf-pure). Etant donné deux éléments X,Y d’une suite-
d’applications, on dit que (q, x4, Yq,S4) est la question de X,Y, si q est le plus petit
ordinal tel que le type d’adjacence entre x4 et yq n’est pas nyf. Si x, = y,, cela revient
a regarder le type d’adjacence sur une boucle ; cela ne peut marcher que pour les types
d’adjacence symétriques; en particulier, la largeur de fusion des graphes orientés est
partiellement déclassée au niveau de la largeur de fusion faible; la largeur de fusion
des tournois est totalement déclassée au niveau de la largeur de fusion faible.

Toutes les autres définitions de question peuvent étre simulées par celle-ci avec la
convention que les boucles n’ont que le type d’adjacence nyf. Ce qui nous fait perdre la
possibilité de considérer que les boucles sur les .S; ne servent qu’a fixer les boucles de



S. Dans le cas de la largeur de fusion, ce n’est pas gé€nant car on commence avec tous
les sommets séparés ; ils peuvent donc recevoir leurs boucles par questionnabilité avec
Sp, et ensuite les boucles des S; ne servent qu’a fixer des adjacences entre sommets.

Définition 4.3 (Largeur de fusion questionnable (faible)). Soit S un ensemble de som-
mets et une S-structure. Une décomposition de fusion questionnable est une (S, S, p,)-
suite-d’applications, une suite de S-structures indexée par un ordinal (S;)ici+1 telle
que Sy = S et Sy est un singleton. On passe toujours de S; a S;y1 par une unique
fusion/contraction de deux sommets de S; en un.

La largeur de rayon r d’une décomposition de fusion questionnable de S est le plus
petit nombre k tel qu’a chaque étape i, il est vrai que : pour chaque sommet v € S, au
plus k sommets de S; peuvent étre atteints depuis v par un chemin de longueur au plus r
dans le graphe des adjacences fixées jusqu’ici : par le principe de premiéres différences
nyf-étendu dans le cas faible, par la questionnabilité nyf-pure sinon. La largeur de
fusion questionnable de rayon r de S, notée mqw,.(S) ou wmaqw,.(S) dans le cas
faible, est la plus petite largeur de rayon r parmi les décompositions de fusion ques-
tionnables de S. Pour finir, une classe de graphes C a une largeur de fusion question-
nable bornée, resp. largeur de fusion questionnable faible bornée, si mqw,.(C) < oo,
resp. wmqw,.(C) < oo, pour tout r € N, oit mqw,.(C) = supgec mqw,.(.S), resp.
wmgw,.(C) = supgee wmqw,.(S).

Théoreme 4.4. La largeur de fusion questionnable de rayon r est égale a la largeur
de fusion de rayon r. Donc la largeur de fusion est bornée si et seulement si la largeur
de fusion questionnable I’est.

Théoreme 4.5. La largeur de fusion questionnable faible de rayon r est égale a la
largeur de fusion faible de rayon r. Donc la largeur de fusion faible est bornée si et
seulement si la largeur de fusion questionnable faible [’est.

Dans la premiere version de cet article, nous conjecturions que les graphes de degré
borné ne sont pas de largeur de fusion faible bornée, alors qu’ils sont de largeur de
fusion bornée. Szymon Toruriczyk a lu cette premiere version et a eu 1’amabilité de
nous faire la remarque que largeur de fusion faible bornée devrait étre équivalent a
largeur de jumeaux bornée. Nous détaillons le squelette de preuve fourni par Szymon
Torunczyk dans la section suivante.

5 Combinaisons des deux largeurs

Poursuivons en fixant des conventions de nommage plus explicites et moins am-
bigués. Nous avons déja fixés les termes de question pour la premiere différence clas-
sique, de question nyf-étendue pour une premieére extension du principe de premieres
différences, et de question nyf-pure pour une seconde extension du principe de premiéres
différences qui ne repose plus sur 1’obligation d’une différence. Nous qualifierons
de simple une question selon le principe de premieres différences classique. Il nous
semble approprié d’utiliser les adjectifs < questionnable >, < questionneble >, < ques-
tionpable >, en parallele de ces 3 types de questions, < questionneble > et < question-
pable > étant des néologismes pour intégrer le < e > de < étendue > et le < p > de



< pure »>. On peut aussi associer les formes raccourcies < q », < qs >, < ge >, < qp >.
Les termes englobants seront < question > et < guestionable > écrit avec un seul < n >
comme le mot anglais. Pour résumer, nous proposons les conventions suivantes :

question questionable ¢

question simple questionnable  qs
question nyf-étendue  questionneble qe
question nyf-pure questionpable  qp

Il est aussi important d’expliciter un trait commun a toute fixation d’adjacence par
une question : les sommets antécédents des deux images doivent €tre avec des adja-
cences homogenes si I’on exclut les adjacences déja fixées. Ce principe sera appelé
H.S.E.A.A., ou HIEAA en anglais, pour <« Homogene Si on Exclut les Adjacences
alf >, ou <« Homogenous If Excluding alf-Adjacencies > en anglais. HIEAA fait pen-
ser a un cri de cowboy ; le principe de premieres différences permet méme de donner
des ordres a des chevaux ;) XD.

Lemme 5.1. Lorsque I’on considere des partitions de I’ensemble des sommets de plus
en plus grossiéres (un ensemble de singletons étant la partition la plus fine), aucune
décomposition questionable ne peut fonctionner si a un moment deux parties ne sont
pas H.S.E.A.A.

Ce lemme s’applique notamment aux séquences de contraction/construction de la
largeur de jumeaux et de la largeur de fusion.

Dans |Dreier and Torunczyk! (2025)), ’exemple 1.3, qui montre que largeur de ju-
meaux bornée implique largeur de fusion bornée, montre en réalité que la largeur de
fusion faible est bornée. Cette preuve repose sur I’idée de fixer, avant de contracter
deux parties A et B, toutes les adjacences entre une partie C' et les parties A et B,
des lors que C' n’est pas H.S.E.A.A. avec A et B pris ensemble. Le fait de fixer aussi
I’adjacence entre les parties A et B n’est pas génant.

Donc :

Lemme 5.2. Sila largeur de jumeaux est bornée, la largeur de fusion faible est bornée.
Et notamment, tww(S) < k implique wmwz(S) < 2 + k + k2.

Réciproquement, si wmws(S) < k, alors par le lemmetww(S )<k-—1.
Lemme 5.3. Si la largeur de fusion faible est bornée, la largeur de jumeaux est bornée.

Théoreme 5.4 (Toruriczyk 2025). La largeur de jumeaux est bornée si et seulement si
la largeur de fusion faible est bornée.

Inspiré par cette équivalence, nous proposons d’autres largeurs qui ressemblent plus
ou moins a la largeur de jumeaux.

Définition 5.5 (Largeurs non-nyf questionables). Une décomposition non-nyf ques-
tionable d’une S-structure S est une (S, S, k,l + 1)-suite-d’applications (une suite de
S-structures indexée par un ordinal (S;);c;+1) telle que Sy = S et S est un singleton.
On passe toujours de S; a S;+1 par une unique fusion/contraction de deux sommets de
S; en un. Le degré non-nyf maximum d’une S-structure S; est égal au supremum des



degrés de ses sommets quand on ne garde que les arétes non-nyf. Le cardinal non-nyf
d’une S-structure S; est égal au cardinal de I’ensemble des arétes non-nyf.

Si la décomposition utilise le principe de premiéres différences nyf-étendu pour
fixer toutes les adjacences, on parle de décomposition questionneble. Si la décomposition
utilise la questionabilité nyf-pure pour fixer toutes les adjacences, on parle de décompo-
sition questionpable.

La largeur d’une décomposition degré maximum non-nyf questionneble, resp. ques-
tionpable, (S;)ici+1 est égale au supremum des degrés non-nyf maximum des S;. La
largeur de décomposition degré maximum non-nyf questionneble, resp. questionpable,
d’une S-structure S, notée —nyf Aqew(S), resp. —-nyfAqpw(S), est le minimum des
largeurs de toutes ses décompositions degré maximum non-nyf questionneble, resp.
questionpable.

La largeur d’une décomposition cardinal non-nyf questionneble, resp. question-
pable, (S;)ici+1 est égale au supremum des cardinaux des ensembles d’arétes non-nyf
des S;. La largeur de décomposition cardinal non-nyf questionneble, resp. question-
pable, d’une S-structure S, notée —nytliqew(S), resp. -nyfiiqpw(.S), est le minimum
des largeurs de toutes ses décompositions cardinal non-nyf questionneble, resp. ques-
tionpable.

Bien évidemment :

Lemme 5.6. —nyfAqew(S) < k implique —nyfAqpw(S) < k. -nyfliqew(S) < k
impligue —nyfiqpw(S) < k.

IN
o~

Lemme 5.7. —nyffiqew(S) < k impliqgue -nyfAqew(S) < k. -nyfiqpw(S)
implique —nyf Aqpw(S) < k.

Et par le principe H.S.E.A.A. et le fait qu’on peut toujours ajouter 1’adjacence entre
les deux parties contractées juste avant :

Lemme 5.8. -nyfAqpw(S) < k implique —nyfAqgew(S) < k + 1. -nyfigpw(S) <
k implique —myfiqew(S) < k + 1.

Toujours par la construction de 1’exemple 1.3 dans Dreier and Torunczyk! (2025),
ona:

Lemme 5.9. tww(S) < k impliqgue -nyfAqgew(S) < k + 1. tww(S) < k implique
—nyfligew(S) <2 x k+ 1.

Mais il est facile de voir que :

Lemme 5.10. Les graphes de degré borné ont une largeur non-nyf degré maximum
questionneble et questionpable bornée.

Nous pensons que les graphes de degré borné ne sont pas de —nyffigew bornée.
Alors qu’il semble plausible que la largeur de fusion ne soit pas bornée pour certains
classes de graphes de —nyf Aqew bornée.

Pour finir, nous ajoutons une contrainte de monotonie aux largeurs —nyfAgew et
—mnyfigew en imposant qu’aucune aréte non-nyf ne puisse ensuite devenir nyf sur un
structure-item suivant. Cela définit les largeurs m—mnyfAgew et m—nyffiqew.



m-nyffigew devient relativement faible car elle ne gére qu’un nombre fini glo-
bal d’arétes “non-modulaires”. Par contre, m—nyf Aqew fournit une quatrieme largeur
équivalente a la largeur de jumeaux.

Lemme 5.11. m—nyfAqew(S) < k impligue m—nyf Aqpw(.S) < k. m—myffiqew(S) <
k impliqgue m—myffqpw(S) < k.

Lemme 5.12. m—nyf{iqew(S

) < kimpligue m—nyfAgew(S) < k. m—nyfiqpw(S) <
k impligue m—nyf Aqpw(S) <

<
k.

Lemme 5.13. m—nyfAqpw(S) < k impliqgue m—myfAqew(S) < k+1. m—nyfiqpw(S) <
k impliqgue m—nyfiqew(S) < k + 1.

Lemme 5.14. tww(S) < k implique m—myfAqew(S) < k + 1.

Par monotonie, il ne sert a rien de fixer des adjacences bien avant de contracter des
sommets incidents (car cela ne fait qu’augmenter le degré maximum); donc on peut
voir les arétes non-nyf comme des arétes rouges.

Lemme 5.15. m—nyfAqew(S) < k implique tww(S) < k.

Il semble que les largeurs étudiées aillent dans I’ordre du plus faible pouvoir de
décomposition au plus grand pouvoir de décomposition de :

— m-nyfligew ~ m—-nyfliqpw,

— tww = twqw & wmw = wmqw ~ m—nyfAgew ~ m—nyfAqpw,

— —nyfliqew ~ —nyfiqpw,

— mw = mqw,

— a nyfAqew = -nyf Aqpw.

6 Conclusion

Les graphes de degré borné ont aussi une largeur arborescente questionnable équili-
brée bijective bornée (voir|Lyaudet (2022))) ; mais ce n’est pas le cas de la twin-width. I1
serait intéressant de savoir comment se comparent la largeur de jumeaux et la largeur de
fusion, ainsi que la largeur non-nyf degré maximum questionable, avec les différentes
variantes de largeur arborescente questionnable (voir |Lyaudet| (2025b))).

Ces traductions de largeurs dans le cadre du principe de premieres différences ou
de la questionnabilité nyf-pure pourraient sembler anecdotiques. Mais ces traductions
elles-mé&mes sont exprimables dans certaines logiques et elles ne manipulent que des
suites d’éléments, donc des structures de “chemins” et non de graphes plus compliqués.
Il est possible que des résultats généraux sur le principe de premieres différences ou
la questionnabilité nyf-pure permettent de classifier la complexité du calcul de ces
largeurs, entre celles qui sont dans P ou NC, ou celles qui sont NP-dures avec ou sans
algorithmes d’approximation, etc.

Merci Dieu ! Merci Pere ! Merci Jésus ! Merci Saint-Esprit !
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