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Résumé
Quelques lemmes simples sur les fonctions plancher et plafond.
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Cette note contient des lemmes simples sur les fonctions plancher et plafond, sur
comment passer de ’'une a I’autre. IIs ne sont pas dans le livre |Graham et al.| (1989),
mais ils pourraient pourtant trés bien y figurer, éventuellement comme exercices assez
faciles. Nous avons fait une recherche bibliographique sans succes, mais il est possible
qu’ils soient déja dans la littérature. Auquel cas, nous serions heureux de recevoir un
courriel avec la bonne référence.

Notation : Pour deux entiers a et b, on note a = b le quotient entier de a divisé par
b; et on note @ mod™ b le “modulo supérieur” avec a modt b = b si a mod b = 0,
et a mod™ b = a mod b si a mod b > 0. Possible que le “modulo supérieur” existe
déja dans la littérature. La encore, nous serions heureux de recevoir un courriel avec la
bonne référence.

Commencons par quelques observations qui figurent déja dans le folklore : si k €
N, [%] = L%J (Graham et al.{(1989) par exemple), ou [k X %] = | (k+1)x %J (OEIS
Foundation Inc. (2025)). Apparemment, personne n’a pris le temps de généraliser ces
observations du folklore, mais on voit bien que :

Lemme 0.1. Soit k,a € N,a > 1, alors [k x =1 = [(k+ 1) x =21 ].
Notons que “T_l =1-

Q|-

Preuve :
Idée : L'écart (k+1) x ¢=L — f x a1 = 2=1 <1 Donc si ces deux valeurs sont
de part et d’autre d’un entier b, alors b = [k x “=1] = [(k + 1) x 1] Preuve
formelle: [k x =] = [kx (1 - 1)) =[k— 2] =k + [-5] =k — |&] et
41 x &) 2 (Rt 1) x (1= 2)) = [(k+1) = Et1] — 14 [k ] —
k+1—["1].Soitg =k+a.Onak— [ =k—qgeth+1-[EL] =
k+1—(g+1)=k—q.
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Notons que ¢a ne peut pas se généraliser davantage. Quelques exemples de blocage :
(1><§] >[2x 3], 2x2] > 3x 3, [0x3]<[2x2],[3x23] < [bx 2],

5
Bx2]>[4x2],[0x2] < [2x2],[1x ?1 < |3 x 2]. Un dernier exemple qui
montre que k doit &tre entier : [g0—5 X “T5] =1 # (50— + 1) X a=l] =
bt =o

Notons qu’on a aussi le lemme connu (voir|Graham et al.|(1989)) :
Lemme 0.2. Soitk,a € N,a > 1, alors [k x 1] =[(k+a—1) x 1].

Lemme 0.3. Soit k,l,a € N,a > 2. Sim = k+ [-£] et M = k + [E£1], alors

Ux =l =kem<I< M.

Preuve :
Soitm =k + [-£

a—11"

Ona fmx o5t | = [(k-+ [551) x <7t) = (b4 gy + (emimtmgtlesid) o

a a—1

L_lj _ |_k + (a—1)—k mod™ (afl)J -k

et [(m—1)x 22 ] = [(h+[ 271 —1)x 552 | = | (ko ghy+ (e=DhmeC (el
1) X a;lJ — UC + (a=1)—k mod* (a—1) _ aflj —k—1.

Soit M = k + [EH17.

Ona | M x aT—1J - L(’“H%DX%J _ L(k+%+(a—1)—(k+1) mod™ (,1_1))><

a—1

el = |k+ 14 (a=1)—(k+1) mod™ (a=1) | _

a a
a— a— a—1)—(k+1) modt (a—
et (M+1)x %L | = | (h+[ 5] +1)x 9L | = [ (ko b} Lomti=i ) fhod” (a=)
1) % a_1J _ \_kf‘i‘ 1 + (a—1)—(k+1) modt (a—1) + a—lJ =k+1.

Lemme 0.4. Soit k,l,a € Nya > 2. Sim = k+ [E=1] et M = k + [ £ ], alors
Ix =l =kem<I< M.
Preuve :
Soitm =k + [E=1].
Ona [mx 21] = [(k+ |51 ) x 2517 = [(J =g — i=timoq (aol)y ot
[k—1_ (imlmod(a=q _ g

— a— — k—1) mod (a—1
(U 53] 1) x 2] = [(k+ g — Gt

a a
a—1 a—1

et [(m—1)x <1

a

L) = [(k+ | 25) +1) x 1] = [(k + Ay — kmedazl)

a—1
1) x &21) = [ — kmedlenD) 4 am1y gy g, .

Ces parties entieres sont assez courantes en combinatoire, par exemple k — [k x
“%1] correspond a un découpage récursif d’un ensemble de taille n ou la plus grosse



partie garde une certaine fraction des éléments de I’ensemble arrondie a I’entier supérieur.
Ce découpage doit s’arréter quand n = a— 1. On peut alors compter le nombre d’étapes
pour arriver a a — 1, c’est-a-dire la profondeur de 1’arbre de découpes. Si 1’on veut
générer la suite des nombres d’étapes par ordre croissant des valeurs de n, la borne M
ci-dessus est tres utile. Voici un exemple de pseudo-code de générateur tres efficace :

// Entree a ou a-1

b = a-1;
n = b;
M = b;
k = 0;

while (true) {
while(n <= M) {
yield k;
++n;
}
M += M/b;
++k;
}
/ %
Exemple avec a = 3
n234567189
23466999
01233414414

Le méme raisonnement s’applique a un découpage récursif d’un ensemble de taille
n ou la plus grosse partie garde une certaine fraction des éléments de 1’ensemble ar-
rondie a I’entier inférieur. Ce découpage doit s’arréter quand n = 0. Le pseudo-code
de générateur est un petit peu moins efficace :

// Entree a ou a-1

b = a-1;
n = 0;
M = 0;
k = 0;

while (true) {
while(n <= M) {
yield k;
++n;
}
M += (M+b) /b;
++k;



/ %

Exemple avec a = 3
nO12345¢%67
MO0O1244777
k012334414
*/

Depuis une semaine, je fais des ajouts a I’OEIS, et notamment la suite A061420.
Et les éditeurs ne veulent pas qu’on soit trop prolixe en détails, en explications ou en
généralisations, donc cet article est un peu un moyen d’échapper a la censure. Mais je
comprends bien qu’on ne peut avoir un article complet sur chaque suite de I’OEIS.
Merci Dieu ! Merci Pere ! Merci Jésus ! Merci Saint-Esprit !
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